均質線性常微分方程式：「疊加原理」(Superposition Principle)之通解
3.1節以及3.2節討論「均質線性常微分方程式」，而在3.3節，則將說明「非均質線性常微分方程式」。之前在2.1節討論過的基本「疊加原理(superposition principle)」(或稱為「線性原理」)，若應用於n階均質線性常微分方程式，其定理如下：
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只要就2.1節的說明進行簡單的歸納即可得出證明，所以這項工作就留給同學們囉。
我們要進一步就2.1節裡的二階常微分方程式進行討論，所以接下來，先定義一下(式2)的通解，而這就需要進一步探討2至n個函數的線性獨立狀況。
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 (與1.1節以及2.1節相同的是，任意常數c1,
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, cn 有時候必須限制在某個區間之內)
唯有當y1,
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, yn在I區間裡為線性相依時，我們才能說，在這些I區間的函數裡(至少)有一個函數是其他n-1個函數的「線性組合」(linear combination)─也就是這些函數個別乘上一個常數(無論是不是0)的總和；這個原理與「線性相依」的觀念息息相關。例如，若在(式4)裡以k1 ≠ 0代入時，我們就可以除以k1，並且將y1變成線性組合：

[image: image3.wmf]122

1

1

()

nn

ykyky

k

=-++

L


要注意的是，當n = 2的時候，就會變成是我們已經在2.1節裡定義過的觀念。
例1 線性相依
請說明在任一區間內，呈線性相依而y1 = x2, y2 = 5x, y3 = 2x的函數。
[解答]  y2 = 0y1 + 2.5y3；此函數於任何區間內皆證明為線性相依。
例2 線性獨立
請說明在任一區間內，呈線性獨立而y1 = x, y2 = x2, y3 = x3且–1 ≦ x ≦ 2的函數。
[解答]

代入(式4)為：k1x + k2x2 + k3x3 = 0；以 (a) x = –1, (b) x = 1, (c) x = 2，可以得到：
(a) –k1 + k2 – k3 = 0,

(b) k1 + k2 + k3 = 0,

(c) 2k1 + 4k2 + 8k3 = 0.

以(a) + (b)可得k2 = 0，而(c) –2(b)可得k3 = 0，最後從(b)可知 k1 = 0。
由此可證得線性獨立。
要得出常微分方程式的線性獨立解，有更好的方法，我們稍後會討論到。
例3 「通解」(General Solution)與「基底」(Basis)

請解四階常微分方程式
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(其中
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[解答] 就像在2.2節我們曾經試過以y =
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代入，忽略常係數
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，可以得出等式：
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若將之視為
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的二次方程式，則：
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可得出方程式之根數
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與4，因此
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= –2, –1, 1, 2，共有四解。故於任一區間之通解為：
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可知上述四解為線性獨立。
{定理1}  均質線性常微分方程式(式2)之基礎定理


在均質線性常微分方程式(式2)中，就某開區間I所得出的解，其總數與常數倍數也會是I的解。(請注意!這項定理並不適用非均質或非線性的常微分方程式哦!)





{定義}  通解、基底、特解


(式2)於一開區間I的通解，為(式2)於下列型式的I區間所得出的解；


(式3)  � EMBED Equation.DSMT4 ���		(c1, � EMBED Equation.DSMT4 ��� , cn 為任意常數)


其中y1,� EMBED Equation.DSMT4 ���, yn是(式2)於I區間所求得的解的基底(basis)；換言之，這些解就I區間而言，都是線性相依的。定義如下：


若我們在(式3)中，放入n個特定值c1,� EMBED Equation.DSMT4 ���, cn，則可求得(式2)在I區間的特解。





{定義}  線性獨立與線性相依


如果在I區間，(式4) � EMBED Equation.DSMT4 ���的係數k1,� EMBED Equation.DSMT4 ���, kn都等於0的時候，則y1(x),� EMBED Equation.DSMT4 ���, yn(x)等n個函數就具有在某區間I裡的線性獨立。


但若於I區間的(式4)裡，其係數k1,� EMBED Equation.DSMT4 ���, kn並非全部都等於0的時候，這些函數就稱之為區間I裡的線性相依。
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